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На практике все чаще приходится решать задачи гипервекторного ранжирования (ГВР). В работах  [1, 2] осуществлены постановки задач ГВР, рассмотрены характерные особенности такого класса задач, дан метод решения, основанный на методе «жесткого» ранжирования.  Вместе с тем, отечественными и зарубежными учеными разработаны методы, которые широко применяются в прикладных задачах: анализа иерархий Т. Саати [3]; турнирной таблицы; Борда [4]; равномерной оптимальности; справедливого компромисса; идеальной точки в пространстве критериев [5], минимаксный [6]  и многие другие. К сожалению, применение многих из перечисленных методов может привести к получению  неэффективных решений.  В соответствии с  теоремой С. Карлина применение линейной свертки справедливо,  когда множество векторных  оценок строго выпукло, ограничено и замкнуто [7, 8], т. е. для очень узкого класса задач. На этот факт  еще раз  обратил внимание исследователей, применяющих для решения многокритериальных задач метод анализа иерархий,  В. Д. Ногин.  Им предложено вместо линейной свертки применять нелинейную свертку  [9].  Ю. Б. Гермейером доказана теорема о построении Парето-оптимальных решений для невыпуклых многокритериальных задач. Однако,  как отмечено в  [5, 6] , если на частные критерии не накладывать никаких дополнительных ограничений, то решения,  получаемые по Ю. Гермейеру, могут быть и не оптимальными по Парето. В  [10] показано, что в число возможных решений входит  и неэффективное решение.

С целью устранения этих проблем необходимо рассмотреть вопросы корректности задач ранжирования (по Адамару, по Тихонову [11]), разработать метод регуляризации, позволяющий получать правильные решения при использовании  различных методов многокритериального ранжирования.

Цель работы:

рассмотреть постановку задачи ГВР;

сформулировать теоремы, позволяющие подтвердить корректность (по Тихонову) решения задачи гипервекторного ранжирования при использовании, в качестве опорного, метода «жесткого» ранжирования;

предложить метод регуляризации задач  ГВР при применении  иных методов многокритериального ранжирования, изначально приводящих к получению некорректных результатов при построении множества Парето.

Постановка задачи. Имеются варианты систем, каждая из которых характеризуется множеством многовекторных компонент. Необходимо провести ранжирование систем по совокупности многовекторных компонент, определив при этом  подмножество неэффективных систем,  и  построить кортеж Парето. Для задач гипервекторного ранжирования определить условия корректности. При необходимости провести регуляризацию задачи, предложив специальный метод.

Осуществлена математическая постановка задачи ГВР.  Введём необходимые в дальнейшем обозначения:
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 – множество систем;
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– множество допустимых систем, для которых, в зависимости от   специфики системы, должны выполняться некоторые дисциплинирующие условия: неравенства, равенства, логические условия и т. п.;
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 – i-й скалярный критерий j-й векторной компоненты, которая входит в многовекторную компоненту с номером 
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. Здесь 
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– число многовекторных компонент; 
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– число векторных компонент в многовекторной компоненте с номером 
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– число скалярных критериев в j-й векторной компоненте, которая, в свою очередь, входит в многовекторную компоненту с номером  
[image: image9.wmf]e

.


[image: image10.wmf](

)

(

)

{

}

,1,

jjij

KSKSir

eaeae

==

, 
[image: image11.wmf](

)

(

)

{

}

,1,

j

KSKSjr

eaeae

==

, 
[image: image12.wmf](

)

(

)

{

}

,1,

KSKS

aea

=e=E

 – соответственно множество скалярных,  векторных и многовекторных компонент, характеризующих систему 
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, – соответственно множество коэффициентов важности скалярных,  векторных  и многовекторных компонент,  причем 
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 – упорядоченное множество эффективных систем (кортеж Парето), 
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; элементы кортежа ранжированы в соответствии с решающими правилами так, что выполняется условие 
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, где «
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» – знак отношения доминирования,  
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.   Длина кортежа равна 
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Допустим,  известны множества 
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, решающие правила. Требуется найти кортеж Парето  
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, для элементов которого справедливо
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Для решения задачи (1) многократно применяется метод «жесткого» ранжирования (МЖР). Сущность МЖР заключается в следующем:

1. На основе попарного сравнения систем 
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 определяем элементы 
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 оценочной матрицы 
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. Значения элементов 
[image: image33.wmf]kl

C

  подбирают таким образом, чтобы отсечь неэффективные системы. 

Обозначим 
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 – соответственно подмножества номеров лучших, худших и равных критериев для каждой пары вариантов систем 
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. Будем осуществлять попарное сравнение систем 
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 на основе анализа критериев 
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. Для возможных значений подмножеств номеров
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 введем следующие значения элементов оценочной матрицы 
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если     
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если  
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если 
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то  определим 
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 в виде [12]:
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2. Для формулировки решающих правил   введем характерные числа: 
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 – количество элементов в l-м столбце оценочной матрицы, значения которых больше единицы; 
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 – количество элементов в l-м столбце той же матрицы, значения которых меньше единицы; 
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 – максимальное значение элемента в l-м столбце матрицы 
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.   

3. Для реализации «жесткого» ранжирования перейдем от одношагового процесса поиска приоритетного расположения систем к многошаговому процессу. 

Сформулированы теоремы о единственности и устойчивости решения задачи ГВР при применении МЖР.   Единственность решения подтверждается  Теоремой 1.

Теорема 1. Если в l-м 
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 столбце оценочной матрицы максимальный элемент равен значению 
[image: image61.wmf]3

N

 или значению 
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, то l-й вариант системы не принадлежит множеству эффективных решений.
Доказательство. Из условия теоремы следует, что хотя бы для одного из вариантов 
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 выполняется одно из условий (3), (5). Таким образом, вариант 
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 доминируется вариантом 
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. Значит, согласно определению множества Парето, l-й вариант не может принадлежать множеству эффективных решений.  Теорема доказана.

Применение Теоремы 1 позволяет для известной  структуры исходных данных  получать единственное множество Парето.

Устойчивость решения  (относительно коэффициентов важности критериев)  подтверждается Теоремой 2 и следствием из Теоремы 2.
Теорема 2. Множество неэффективных систем не зависит от значений коэффициентов важности критериев. 

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что если l-й вариант принадлежит множеству неэффективных решений, то  
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. В этом случае,   хотя бы один из  элементов   
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  оценочной матрицы  принимает  одно из значений:
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, когда вариант системы 
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 имеет  по сравнению с вариантом системы 
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 только лучшие и равные значения критериев;
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, когда вариант системы 
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 имеет  по сравнению с вариантом системы 
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 только лучшие значения критериев.

Значения 
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, 
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 введены автономно и не зависят от коэффициентов важности критериев.  Теорема доказана.

Следствие из Теоремы 2.  Множество эффективных систем не зависит от значений коэффициентов важности критериев.

Проведена сравнительная оценка использования различных методов  для решения задачи ГВР.  В частности, получено:

1. При использовании метода ГВР, основанного на применении метода «жесткого» ранжирования, можно обоснованно строить множество неэффективных и множество эффективных решений.

2. При использовании метода ГВР, основанного на применении иных методов,   в число возможных решений  могут входить  и неэффективные решения.  

С целью устранения этих проблем предлагается применять (используя терминологию Тихонова [11]) регуляризацию.  С этой целью разработан специальный критерий. Для его формулировки введем необходимые определения.

Определение 1. Опорный кортеж Парето P – упорядоченное множество только эффективных вариантов, построенное в ходе решения задач многокритериального, многовекторного или гипервекторного ранжирования с использованием метода «жесткого»  ранжирования. 

Определение 2.  Псевдокортеж Парето Pпq – упорядоченное множество эффективных и неэффективных вариантов, построенное в ходе решения задач многокритериального, многовекторного или гипервекторного ранжирования с использованием метода, отличного от  МЖР, 
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В частном случае  в псевдокортеж Парето входят только эффективные варианты.

Определение 3.   Истинный кортеж Парето Pиq – упорядоченное множество эффективных вариантов, построенное на основе псевдокортежа Парето, у которого исключены  неэффективные варианты, 
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Допустим что,  используя МЖР, а также другие, интересующие нас методы из заданного множества, построены соответственно опорный кортеж Парето P   и   q  псевдокортежей  Pпq, 
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.  Справедлив следующий   критерий  построения истинных кортежей Парето Pиq, 
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Критерий.  Для построения истинных кортежей Парето необходимо и достаточно  из соответствующих псевдокортежей Парето  выбрать, не нарушая порядок следования,    лишь варианты,  номера которых указаны в опорном кортеже Парето.

Иначе:                         
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Доказательство. Необходимость. В соответствии с теоремой 1 в опорный кортеж Парето входят только эффективные варианты. Следовательно, выбор указанного кортежа  является оправданным и необходимым условием решения задачи.

Достаточность. Выполнив операцию (9) в истинные кортежи Парето войдут лишь эффективные  варианты, которые включены в опорный кортеж Парето, и никакие другие. Отличие, в общем случае, будет лишь заключаться в порядке следования эффективных вариантов, который зависит от конкретного решающего правила.

Приведены результаты  решения  прикладных задач различными методами.
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