ПРОИЗВЕДЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ,
ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ АВТОМАТАМИ
Л. Б. Тяпаев, Д. В. Василенко, М. В. Карандашов
Саратовский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского,  Саратов, Россия
Объектом исследования является динамическая система, определяемая геометрическими образами автоматов. Фазовое пространство системы определяется ортогональными и аффинными преобразованиями геометрических образов. Изучаются произведения динамических систем заданного типа и их характеристики.

Динамической системой называется тройка объектов D = (S, f, G), где S – пространство состояний, 
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 – функция эволюции, G – граф фазового пространства динамической системы.

Аттракторами динамической системы D = (S, f, G) называют циклы графа G. Точкой ветвления динамической системы D называется вершина графа G, в которую входит более чем одна ветвь. Стволом дерева называется ветвь, содержащая точки ветвления.
Граф G состоит из одной или нескольких компонент связности, каждая из которых представляет собой цикл-аттрактор, вершины которого могут быть корнями притягиваемых деревьев.
Произведением динамических систем 
[image: image3.wmf])
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 будем называть динамическую систему
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, где
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– декартово произведение множеств S и T;
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– прямое произведение отображений 
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 - граф, определяемый следующим образом:
1. 
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2. Вершины (u,u’) и (v,v’) графа 
[image: image13.wmf]'
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 смежны тогда и только тогда, когда одновременно смежны вершины u и v в графе G, и вершины u’ и v’ смежны в графе G’.
Будем рассматривать динамические системы определяемые геометрическими образами автоматов [1]. Пространство состояний динамической системы – конечное множество геометрических образов конечных автоматов. Геометрические образы автоматов суть множества точек плоскости  с рациональными координатами, прообразами которых являются множества входных слов автомата и его реакций [2,3]. Фазовое пространство динамической системы формируется посредством ортогональных и аффинных преобразований пространства состояний [1].
Дадим необходимые определения.

Конечный автомат это пятёрка 
[image: image14.wmf])
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 – множество состояний автомата,
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 – множество входных символом (входной алфавит),  
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 – множество выходных символов (выходной алфавит),
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 – функция переходов автомата,
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 – функция выходов автомата.
Расширим функции 
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 и 
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 на словах из множеств 
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соответсвенно, и в дальнейшем будем использовать те же обозначения для этих функций. Здесь 
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 – множества слов конечной длины над алфавитами X и Y соответственно.

Пусть 
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 – начальное состояние автомата A. Инициальным автоматом называется пара 
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Поведение автомата A определяется множеством 
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Множество 
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 определяет поведение автомата A из состояния 
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Геометрической пространство 
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 для автомата 
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 определяется следующим образом [1]:
1. Сопоставим элементам множества X натуральные числа от 1 до L, т.е. осуществим взаимно однозначное отображение 
[image: image34.wmf]}
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2. Определим координатную ось абсцисс 
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 для пространства 
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 как отрезок числовой оси [0, L+1].
3. Каждому слову 
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, т.е. осуществим взаимно однозначное соответствие 
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 –  пространство конечномерных векторов, элементами которых являются натуральные числа.
4. Каждому такому вектору 
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 взаимно однозначно сопоставим точку 
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Аналогично определяется нумерация элементов множества Y, ось ординат 
[image: image44.wmf]Y
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 пространства 
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 и отображение 
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Каждой паре 
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 сопоставляется точка с координатами 
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Под геометрическим образом 
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 понимается множество таких пар 
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. Кривой f, задающей поведение автомата (A,s), называется любая непрерывная кривая, такая, что любая точка 
[image: image55.wmf](
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 принадлежит кривой f. Кривая f называется функциональной кривой, если f есть график некоторой непрерывной функции. Понятие функции, определяющей функциональную кривую, отождествляется с самой кривой. Будем обозначать K(N,M) класс автономных автоматов, содержащий все автоматы с фиксированным числом N состояний и числом M выходных сигналов. Аналитическое задание геометрического образа автономного автомата характеризует следующая теорема.

Теорема [2]. Пусть 
[image: image56.wmf])
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. Тогда поведение автомата A в пространстве 
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 можно определить функциональной кривой f, которая может быть задана следующим уравнением:
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, где 
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В частности, все попарно различные автономные автоматы из класса K(2,2) задаются в пространстве 
[image: image61.wmf]G

 следующими уравнениями:
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Две кривые называются аффинно эквивалентными, если они могут быть получены одна из другой с помощью аффинного преобразования. Совокупность всех кривых, аффинно-эквивалентных какой-нибудь определённой кривой f, называется аффинным классом кривой f.
Зафиксируем некоторый класс K(N,M) автоматов и рассмотрим множество 
[image: image68.wmf]W

 всех различных геометрических образов из данного класса. Будем рассматривать аффинные преобразования, которые преобразуют некоторый образ 
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 совместимы выбранным видом аффинного преобразования. Бинарное отношение совместимости образов аффинным преобразованием с коэффициентами a и b 
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является отношением эквивалентности на множестве 
[image: image73.wmf]W

 и задаёт разбиение этого множества на классы эквивалентности. Определён вид коэффициентов (a,b) аффинных преобразований геометрических образов 
[image: image74.wmf]W

 [4].

Рассмотрим максимальный класс эквивалентности K отношения совместимости 
[image: image75.wmf]2
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. Выберем произвольным образом периодическую последовательность u(v) элементов данного класса, где u и v конечные последовательности различных элементов. Каждая такая последовательность u(v) порождает последовательность F преобразований геометрических образов автоматов из класса K. Построим динамическую систему D, состояниями S которой будут элементы последовательности u(v), а эволюция состояний будет определяться последовательностью F преобразований.

Рассмотрим свойства операции произведения динамических систем. Пусть 
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 – дерево с периодом ветвления m, длина ствола которого равна 
[image: image80.wmf]q

k

j

,

 – номер первой точки ветвления, 
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 - количество цепей, входящих в каждую точку ветвления, и их максимально возможные длины (расстояние от любого листа до аттрактора не должно превышать длину ствола дерева).


[image: image82.wmf]i
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 – аттрактор длины m, на котором расположены 2 корня дерева с расстояянием между их корнями, равным i.

Факт вхождения деревьев или цепей в одну общую точку будем обозначать скобками.


Теорема. Пусть 
[image: image83.wmf])
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 - динамическая система. Тогда система 
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где 
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Рассмотрим произведение динамических систем 
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 состоящих из одного цикла аттрактора каждая.

Лемма. Состояние 
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 тогда и только тогда принадлежит циклу аттрактору динамической системы 
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, когда состояния a и b принадлежат циклам аттракторам в 
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Лемма. Количество компонент связности в графе динамической системы 
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 равно НОД(c,e), где с и e это длины циклов-аттракторов в 
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Будем называть расстоянием между состоянимями a и b некоторой динамической системы 
[image: image98.wmf])
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 и обозначать это как h(a,b) = n.

Теорема. Состояния (a,b) и (a',b') динамической системы 
[image: image100.wmf]2
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 принадлежат одному циклу аттрактору тогда и только тогда, когда h(a,a') mod НОД(c,e) = h(b,b') mod НОД(c,e).
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