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Системы с задержкой широко распространены в природе. В частности, медленная регуляция артериального давления с частотой 0.1 Гц у человека может быть описана уравнением системы с запаздыванием [1]. Сердечно-сосудистая система (ССС) человека является одной из наиболее важных физиологических систем, в функционировании которой принимают участие различные ритмы, взаимодействующие между собой. Необходимо детально понимать процессы, происходящие в этой системе. Измерение и контроль параметров системы медленной регуляции артериального давления, в том числе времени задержки, является одним из наиболее перспективных направлений современной неинвазивной диагностики в кардиологии. Именно поэтому реконструкция динамических моделей автоколебательных систем с запаздыванием по их экспериментальным временным рядам представляет собой актуальную задачу современной физики и медицины [2].
В данной работе предложен оригинальный метод восстановления колебательных систем с запаздыванием, находящихся под внешним периодическим воздействием, по их временным рядам. Особенностью метода является учет априорной информации о виде модельного уравнения системы при построении регрессионной модели. Рассмотрен типичный случай, когда регрессионная модель учитывает линейную зависимость аппроксимирующей функции от состояния системы в текущий момент времени, полиномиальную зависимость от состояния системы в задержанные моменты времени и наличие внешнего воздействия.

Использование именно такой модели для реконструкции системы медленной регуляции артериального давления обусловлено существованием теории барорефлекторного отклика [1]. Согласно ей изменение артериального давления (АД), например, из-за изменения дыхания, чувствуется артериальными барорецепторами, которые передают информацию в центральную нервную систему (ЦНС), которая в свою очередь подстраивает величину артериального давления и частоту сердечных сокращений. Вследствие первичного изменения АД, ЦНС изменяет гидродинамическое сопротивление сосудов, что ведёт ко вторичному изменению АД. Первоначальное изменение АД вызывает изменение сопротивления сосудов не мгновенно, а с некоторой задержкой во времени, обусловленной конечной скоростью распространения сигнала в цепи обратной связи. Упрощённо такую систему медленной регуляции артериального давления можно представить в виде блок-схемы генератора с запаздыванием, изображённой на рис., где аналогом ЦНС выступает нелинейный усилитель, артериальных барорецепторов – инерционный элемент, времени распространения сигнала в нервной системе – линия задержки, дыхания – внешнее воздействие. 

Математической моделью данной колебательной системы является дифференциальное уравнение с запаздыванием, находящееся под внешним периодическим воздействием: 
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где x – динамическая переменная, τ0 – время запаздывания, ε – параметр, характеризующий инерционные свойства системы, f – нелинейная функция, g – функция внешнего периодического воздействия, w – частота внешнего воздействия, t – текущее время. Характерной особенностью этого уравнения является то, что его правая часть содержит линейную зависимость от текущего состояний динамической переменной x(t) и нелинейную зависимость от состояния переменной в задержанный момент времени x(t- τ0). 
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Рис. Блок-схема генератора с запаздывающей обратной связью
Для восстановления по временному ряду системы с запаздыванием, описываемой уравнением вида (1), будем строить регрессионную модель специального вида, в структуре которой учтем априорную информацию о виде модельного уравнения. Модель будем строить в виде точечного отображения.

Сначала перейдем от дифференциального уравнения (1) к разностному уравнению:
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где Δt — малое время, равное интервалу выборки. Уравнение (2) можно переписать в виде:
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где 
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. Запишем уравнение (3) в виде отображения: 
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где 
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 — дискретное время задержки.

Для реконструкции уравнения (4) по временному ряду построим модели следующего вида:
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где α0 — коэффициент, количественно характеризующий линейную зависимость модели от текущего состояния yn, α1,…, αs+1 — коэффициенты степенного полинома степени S, аппроксимирующего нелинейную зависимость модели от задержанной переменной yn-τ, αS+2,…, α2N+S+1  – коэффициенты тригонометрического полинома степени N, τ — пробное время запаздывания, перебираемое с постоянным шагом из некоторого интервала.

Использование структуры (5) вносит специфику в процедуру расчета коэффициентов по сравнению со стандартными подходами, так как частота внешнего воздействия w входит в модельное уравнение нелинейно. Поэтому для нахождения частоты внешнего воздействия используется метод Ньютона. Для частоты задаётся начальная догадка, определяемая по пику в спектре мощности. Так как спектр мощности обладает конечной спектральной разрешающей способностью (расстояние между ближайшими частотами в спектре), то с выбором стартовой догадки можно ошибиться. Следовательно, необходимо использовать перебор стартовых догадок в окрестности пика на спектре мощности. Значения линейно входящих в (5) коэффициентов на каждом шаге рассчитываются линейным методом наименьших квадратов.

Для количественной оценки качества восстановления модельного уравнения использовалась ошибка прогноза модели на один шаг вперёд в зависимости от пробного времени задержки τ при фиксированных S и N:
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где угловые скобки обозначают усреднение по времени. Значение τ, при котором наблюдается минимальное значение E2(τ), принимается в качестве оценки дискретного времени запаздывания m, которое связано с истинным временем запаздывания соотношением τ0 = mΔt.

Определив коэффициенты модели (5), можно восстановить параметр инерционности и нелинейную функцию системы с задержкой, а также амплитуду и частоту внешнего воздействия. В качестве оценки параметра ε будем использовать 
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. Нелинейную функцию f можно восстановить по коэффициентам аппроксимирующего её полинома α1,…, αs+1. Амплитуду внешнего воздействия можно определить по коэффициентам тригонометрического полинома αS+2,…, α2N+S+1 как корень из суммы квадратов этих коэффициентов. Частота же внешнего воздействия определяется с помощью метода Ньютона и выдаётся как ещё один параметр нашего метода.
Эффективность метода продемонстрирована на примере модельных дифференциальных уравнений первого порядка с одним временем запаздывания, имеющих квадратичную, сигмоидную и дробно-рациональную нелинейную функцию. В качестве периодического внешнего воздействия были выбраны гармонический сигнал и сигнал осциллятора Ван-дер-Поля.
На тестовых примерах показано, что предложенный подход позволяет правильно определить параметры колебательной системы (время запаздывания, инерционность, вид нелинейной функции), а также параметры внешнего воздействия (частоту и амплитуду). Метод может быть применен для реконструкции неавтономных систем с задержкой, совершающих как хаотические, так и периодические колебания. Метод остается эффективным при высоких уровнях измерительного (5%-ый гауссовский белый шум с нулевым средним) и динамического шума (20%-ый гауссовский белый шум с нулевым средним). При добавлении измерительного шума ошибка увеличилась в 100 раз, при добавлении динамического шума – в 1000 раз. При этом параметры колебательной системы (время запаздывания, инерционность, вид нелинейной функции), а так же параметры внешнего воздействия (частота и амплитуда) определяются верно, с точностью порядка уровня шума.
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