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  1.  Теория многокритериальной оптимизации в настоящее время интенсивно развивается в рамках математики и математической кибернетики. Это объясняется, в первую очередь, тем обстоятельством, что большинство сложных практических задач принятия решения являются многокритериальными. Первичная информация, относящаяся к данным многокритериальной задачи принятия решения (ЗПР), может быть представлена в виде таблицы, строки которой соответствуют изучаемым объектам, а столбцы – признакам, характеризующим эти объекты. В логике выделяют различные типы признаков в зависимости от того, какова структура соотношений между значениями признака. В первом приближении признаки объектов можно разделить на количественные и качественные. Разница между ними состоит в том, что значение количественного признака задается числом (которое является результатом измерения признака в некоторой числовой шкале), в то время как значения качественного признака связаны с естественным упорядочением по степени проявления этого признака. Необходимо отметить, что современная теория многокритериальной оптимизации фактически ограничивается количественными признаками, сводя тем самым качество к количеству и игнорируя при этом  специфику качественных признаков. Между тем, именно качественные признаки характеризуют многие  важные стороны изучаемых объектов и явлений; например, в экономике качественными признаками продукции являются такие признаки, как «удобство», «эргономичность», «эстетичность», «модность» и т.п. 
   Настоящий доклад посвящен общим вопросам построения и исследования математических моделей многокритериальных ЗПР  с качественными критериями. При построении математической модели задачи многокритериальной оптимизации необходимо задать множество допустимых альтернатив (в качестве которых в  конкретных ЗПР  выступают интересующие нас объекты, а также варианты действий, планы, программы и т.п.), и критерии для оценки этих альтернатив. Заметим, что критериями могут служить как естественные, так и искусственные признаки (показатели, свойства), а также различные их комбинации. Формально математическая модель   задачи многокритериальной оптимизации может быть представлена в виде набора
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где 
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 –  множество допустимых альтернатив, 
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  критерии оценки этих альтернатив. Качественный критерий 
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 (локальный критерий качества)  характеризуется тем, что шкалой для его измерения служит некоторое линейно упорядоченное множество (цепь) 
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; формально 
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 представляет собой отображение 
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. Каждой альтернативе 
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 сопоставляется вектор   
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, называемый векторной оценкой альтернативы 
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 и содержащий всю информацию об  этой альтернативе; при этом в теоретическом анализе сравнение альтернатив заменяется сравнением их векторных оценок.
    2.  Одной из важнейших задач многокритериальной оптимизации является построение отношения предпочтения на множестве альтернатив; решение этой задачи предполагает задание некоторого решающего правила. Наиболее известным решающим правилом  является Парето-предпочтение 
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, которое для модели (1) с качественными критериями принимает вид:
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   Парето-предпочтение является отношением порядка (или квазипорядка) на множестве альтернатив, и альтернативы, максимальные по этому отношению, называются эффективными или оптимальными по Парето, а множество этих альтернатив составляет Паретовский оптимум. Ключевой принцип многокритериальной оптимизации может быть сформулирован в виде тезиса: выбор оптимальной альтернативы должен производиться из Паретовского оптимума [1].  Этот принцип фактически дает  необходимые условия оптимального решения в многокритериальной ЗПР. К сожалению, в типичных случаях  Паретовский оптимум оказывается достаточно «обширным», поэтому возникает сложная – как в принципиальном, так и в техническом отношении –   проблема его сужения (в идеале – до одного элемента). Основное содержание настоящего доклада посвящено разработке методов сужения Паретовского оптимума для задач многокритериальной оптимизации с качественными критериями.

    Отметим, что любые две альтернативы, принадлежащие Паретовскому оптимуму, являются несравнимыми по Парето, поэтому выбор одной из двух предъявленных Парето-оптимальных альтернатив всегда является компромиссом: улучшая один из критериев, мы обязательно ухудшаем хотя бы один другой. В этом заключается сложность логического анализа проблемы сужения Паретовского оптимума. Все методы, направленные на решение этой проблемы, основаны на некоторой дополнительной информации о соотношении локальных критериев между собой или о свойствах оптимального решения. Предлагаемый нами подход сужения Паретовского оптимума схематически может быть представлен в следующем виде. На основе дополнительной информации об относительной важности локальных критериев строится некоторое отношение порядка или квазипорядка 
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 на множестве альтернатив 
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, содержащее Парето предпочтение 
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;  это отношение позволяет сравнивать по предпочтению некоторые альтернативы, не сравнимые по Парето. Включение 
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 влечет обратное включение для множеств максимальных элементов относительно соответствующих предпочтений: 
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, т.е. множество альтернатив, максимальных относительно предпочтения 
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 будет некоторым сужением Паретовского оптимума. Далее мы рассмотрим два конкретных метода сужения Паретовского оптимума; один из них основан на частичном упорядочении локальных критериев по их относительной важности, а другой – на выделении важнейших групп критериев.
3. Предположим, имеется дополнительная информация об относительной важности локальных критериев в форме отношения строгого частичного порядка  
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 на множестве 
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; соотношение 
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 означает, что критерий 
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 является более важным, чем критерий 
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. Определим на  множестве альтернатив  модели (1) отношение предпочтения 
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 формулой:
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Всегда выполнено включение 
[image: image26.wmf]Par

ww

Ê

, которое влечет сужение Паретовского оптимума. Если множество 
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 конечно, отношение 
[image: image28.wmf]w

 является отношением порядка на множестве 
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. Отметим два крайних случая этой конструкции: (а) отношение < является пустым; и (б) отношение < является линейным порядком. В случае (а) отношение предпочтения 
[image: image30.wmf]w

 совпадает с Парето-предпочтением, а в случае (б) – оно является лексикографическим упорядочением. В последнем случае Паретовский оптимум сокращается до единственного элемента, который и считается оптимальным решением задачи многокритериальной оптимизации.  Оба отмеченных случая являются крайними и на практике встречаются весьма редко. Типичным для практики является случай, когда имеется частичное упорядочение критериев по относительной важности.
4. Рассмотрим теперь дополнительную информацию о важности локальных критериев качества в следующей форме: должно быть задано семейство 
[image: image31.wmf]W

 важнейших групп критериев, которые, используя теоретико-игровую терминологию, будем называть выигрывающими коалициями критериев.
   На семейство 
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 накладываются следующие условия (которые называются аксиомами выигрывающих коалиций критериев):
(С1) непустота: 
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(С2) мажорантная стабильность: 
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(С3) антидополнительность: 
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   Пусть задано семейство выигрывающих коалиций критериев 
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, для которого выполнены аксиомы (С1)-(С3). Рассмотрим решающее правило 
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, которое каждой модели 
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 вида (1) ставит в соответствие отношение предпочтения 
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 на множестве 
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, определенное следующим образом:
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Замечание. В случае, когда 
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, решающее правило 
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 приводит к Парето-предпочтению; если взять в качестве 
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семейство подмножеств 
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 содержащих более половины  элементов множества 
[image: image46.wmf],

J

-

 к мажоритарному предпочтению. 

   Так как мажоритарное предпочтение может быть нетранзитивным (так называемый парадокс Кондорсе, см.[2]), получаем, что в общем случае  решающее правило 
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 нетранзитивно. Возникает вопрос о том, при каких дополнительных условиях  решающее правило 
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 будет обладать «хорошими» свойствами (в частности, будет транзитивным). Ответы на эти вопросы дают, в частности, следующие теоремы.
Теорема 1. Для того чтобы для любой модели  
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 вида (1) отношение 
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 было транзитивным, необходимо и достаточно, чтобы семейство 
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 было замкнутым относительно пересечения (т.е. чтобы пересечение двух выигрывающих коалиций снова было выигрывающей коалицией).
Теорема 2. Для того чтобы для любой модели  
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 вида (1) отношение 
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 было линейным, необходимо и достаточно, чтобы для любого подмножества 
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 выполнялось либо 
[image: image55.wmf]SW

Î

, либо 
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Из теорем 1 и 2 получаем 

Следствия.

1. Для того чтобы для любой модели  
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 вида (1) отношение 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image59.wmf]было транзитивным, необходимо и достаточно, чтобы семейство  подмножеств 
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 являлось фильтром.

2. Для того чтобы для любой модели  
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 вида (1) отношение 
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 было линейным квазипорядком, необходимо и достаточно, чтобы семейство  подмножеств 
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 являлось ультрафильтром.
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