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Расширением  n-вершинного графа G называется граф с n + 1 вершинами такой, что граф G вкладывается в каждый максимальный подграф графа H. Простейшим примером расширения графа G будет его тривиальное расширение (ТР) – соединение графа G с одноэлементным графом (т.е. к графу G добавляется вершина, которая соединяется ребром с каждой вершиной графа G).

Понятие расширения графа тесно связано с вопросами отказоустойчивости дискретных систем. Если граф G рассматривать как функциональную модель некоторого устройства Σ, то расширение H графа G можно воспринимать как схему отказоустойчивой реализации этого устройства: при отказе любого элемента (что истолковывается как удаление из H соответствующей вершины и всех связанных с нею ребер) в неповрежденной части обнаруживается работоспособная модель для Σ.

При таком подходе естественно возникает вопрос об оптимальности отказоустойчивой реализации для данной системы, т.е. о получении такого расширения H графа G, которое не содержало бы «лишних» ребер. Один из способов – конструкция минимального расширения графа, другой – его Т-неприводимое расширение (см. [1]).

Минимальным расширением графа G называется его расширение с минимальным количеством ребер. В общем случае при построении минимального расширения возникает необходимость добавлять ребра в исходный граф, т.е. менять всю систему, моделируемую этим графом. Но иногда технически важно найти решение следующей задачи: построить оптимальное расширение данного графа, сохраняя его первоначальную конструкцию (т.е. не меняя связей внутри него). Существует следующая процедура:

1. Построить тривиальное расширение исходного графа;

2. Удалять из полученного графа ребра до тех пор, пока будет выполняться свойство расширения.

Полученные графы назовем Т-неприводимыми расширениями (для краткости ТНР) графа G. Для произвольного графа количество ТНР неизвестно.

Покажем ТНР для цепи и цикла. Для n-вершинной цепи ТНР будет являться (n + 1)-вершинный цикл. На рис. 1 показана 3-вершинная цепь, а на рис. 2 — 4-вершинный цикл, одно из ТНР этой цепи. Для n-вершинного цикла ТНР будет являться тривиальное расширение исходного цикла. На рис. 3 показан 3-вершинный цикл, а на рис. 4 — его тривиальное расширение, одно из ТНР этого цикла.
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                      рис. 3                                                                рис. 4          

Известна следующая задача: зная ТНР для заданных графов, найти ТНР для их объединения. Например, в [2] решена задача построения ТНР для объединений полных графов. Ранее мною были рассмотрены следующие два случая: объединение одной цепи и нескольких  циклов, объединение цикла и нескольких цепей.

Теорема 1. Пусть граф G является объединением n-вершинного цикла   и некоторого множества цепей произвольной длины (кроме (n – 1)-вершинных цепей). Тогда одним из ТНР для G будет граф, получаемый из G добавлением новой вершины и ребер, соединяющих ее со всеми вершинами цикла и с концами всех цепей. 

На рис. 5 показан граф, являющийся объединением 4-вершинного цикла, 4- и 5-вершинной цепи и удовлетворяющий условию теоремы 1, а на рис. 6 — одно из его ТНР, построенное в соответствии с теоремой 1.

[image: image4.jpg]


[image: image5.jpg]P\



                   рис.5                                                                            рис. 6                                          

Теорема 2. Пусть граф G является объединением n-вершинного цикла и некоторого множества цепей, среди которых имеются (n – 1)-вершинные цепи. Тогда одним из ТНР для G будет граф, получаемый из G добавлением новой вершины и ребер, соединяющих ее с концами всех цепей.

На рис. 7 показан граф, являющийся объединением 4-вершинного цикла, 3- и 4-вершинной цепи и удовлетворяющий условию теоремы 2, а на рис. 8 — одно из его ТНР, построенное в соответствии с теоремой 2.
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                   рис. 7                                                                  рис.8

Следующая теорема решает задачу о построении ТНР для графов, являющихся объединением произвольного количества цепей и циклов.

Теорема 3. Пусть граф  G является объединением n циклов и m цепей произвольной длины: 
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, 1 ≤ i ≤ n. Тогда одним из ТНР для графа G будет объединение ТНР,  построенных в соответствии с теоремой 1 или теоремой 2 для графов Hi.

На рис. 9 показан некоторый граф рассматриваемого вида, а на рис. 10 -   одно из его ТНР, построенное в соответствии с теоремой 3. 
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       рис. 9                                                            рис. 10            
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