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О ПРОЦЕДУРЕ ПОЛУЧЕНИЯ ГОМОМОРФНЫХ ОБРАЗОВ 
КОНЕЧНОГО ДЕТЕРМИНИРОВАННОГО АВТОМАТА 

И. П. Мангушева

Саратовский государственный университет, Саратов, Россия
С нахождением гомоморфных образов автомата связано решение различных практических задач, использующих модель конечного детерми​нированного автомата (КДА)  [1,2] . Задача нахождения всех гомоморфных образов автомата разработана в общем виде в [1,3,4], однако решение её на основе общих теоретических положений достаточно сложно. В работе приводятся утверждения, позволяющие облегчить решение этой задачи. На основе этих утверждений разработана методика построения всех гомоморфных образов автомата. В полном объёме материал представлен в [5].
Рассматривается конечный детерминированный автомат Мили  
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, где S, X и Y — конечные непустые алфавиты,  
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[image: image3.wmf]Y

X

S

®

´

:

l

— функция выходов.
Полуавтоматным редуктом автомата 
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 называется автомат  А`=(S, X, δ), где все символы имеют тот же смысл, что и в А.
Определения отношений эквивалентности, толерантности на произвольном множестве S, предкласса, класса эквивалентности (толерантности), разбиения (покрытия), соответствующего эквивалентности (толерантности), транзитивного замыкания отношения см. в [3].
Множество всех классов эквивалентности отношения эквивалентности 
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 на множестве S называется фактормножеством множества S по отношению 
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 и обозначается S/
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. Через sε  или (s)ε обозначается класс эквивалентности ε, содержащий элемент s. 
Отношение μ на множестве S автомата А=(S, X, Y, δ, λ) назовем стабильным, если 
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Отношение эквивалентности 
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, обладающее свойством стабильности, называется конгруэнцией. Множество конгруэнций автомата  А обозначается ConА. Очевидно, что понятие стабильного отношения, определяемое (1), можно рассматривать аналогично и для полуавтомата А`=(S, X, δ). Все конгруэнции автомата А одновременно являются конгруэнциями его полуавтоматного редукта А` и наоборот.

 С эквивалентностью 
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 однозначно связано разбиение множества 
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 является конгруэнцией, то
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Пусть задан автомат А=(S, X, Y, δ, λ). Гомоморфизмом автомата А на автомат А*=(S*,X*,Y*, δ*, λ*) называется тройка сюръективных отображений (φ, ψ, θ), где φ: S
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S*, ψ: X
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X*, θ: Y
[image: image18.wmf]®

Y*, удовлетворяющая условиям
φ(δ(s, x)) = δ*(φ(s), ψ(x)),

θ(λ(s, x)) = λ*(φ(s), ψ(x)),
для всех s
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X. Автомат А* при этом называется гомоморфным образом А. Если отображения φ, ψ, θ взаимно-однозначны, то гомоморфизм называется изоморфизмом.

Через E(S) обозначается множество всех эквивалентностей на произвольном множестве S.

Для произвольного автомата А=(S, X, Y, δ, λ) тройка эквивалентностей 
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, называется согласованной с функциями 
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 и 
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 переходов и выходов автомата  А [3, 4] , если для любых 
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В согласованной тройке  
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 есть конгруэнция на множестве S автомата A. 
Фактор-автоматом автомата А=(S, X, Y, δ, λ) по согласованной тройке эквивалентностей  
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Фактор-автоматом полуавтомата А`=(S, X, δ) по конгруэнции ε будем называть автомат 
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, где δ`определяется (3) для xρ=x. 
Всякий гомоморфный образ КДА изоморфен  фактор-автомату, построенному по некоторой согласованной тройке эквивалентностей 
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[3,4]. Отсюда следует, что для нахождения всех гомоморфных образов автомата (с точностью до изоморфизма), надо перебрать все согласованные тройки эквивалентностей, для каждой построить фактор-автомат и рассмотреть для каждого фактор-автомата любой изоморфный ему автомат в качестве гомоморфного образа. 
Задача нахождения всех согласованных троек эквивалентностей рассматривалась в [1,3,4]. Нахождение согласованной тройки эквивалентностей автомата опирается на поиск конгруэнций на множестве состояний автомата. Вопрос поиска конгруэнций детально освещён в [3,6]. Пусть 
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–конгруэнция на множестве S автомата А=(S, X, Y, δ, λ). 
Построим отношение ρ(
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) на X по заданной стабильной эквивалентности 
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 и отношение ξ(
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, ρ) на Y по 
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 и заданному отношению эквивалентности ρ на X согласно следующим формулам:
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 - транзитивное замыкание отношения 
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Теорема 1 [1,3]. Тройка эквивалентностей 
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 тогда и только тогда согласована в автомате А=(S, X, Y, δ, λ), когда 
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 - конгруэнция полуавтоматного редукта A`=(S, X, δ) и имеют место включения 
[image: image52.wmf])

(

e

r

r

Í

 и 
[image: image53.wmf])

,

(

r

e

c

c

Ê

, где ρ(
[image: image54.wmf]e

) определяется (4), χ(
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,ρ) определяется (5), (6).
Утверждение 1. Пусть для автомата А=( S, X, Y, δ, λ) ρ(
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) определяется (4), где 
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2.  Обратно, если эквивалентность ρ
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Доказательство. 1. Пусть для автомата А=( S, X, Y, δ, λ)  
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 ConA и ρ(
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 является предклассом. Т.к. всякий предкласс содержится хотя бы в одном классе, то тогда существует класс 
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Замечание 1. Утверждение 1 показывает, что отношению ρ(
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Отсюда следует, что если известна таблица переходов фактор-автомата полуавтоматного редукта А`=(S, X, δ) заданного КДА по конгруэнции 
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Утверждение 2.  Для автомата А=( S, X, Y, δ, λ) и его эквивалентностей 
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2. Обратно, если эквивалентности ε, ρ, χ, где 
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Доказательство. 1. Пусть χ(
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, является предклассом толерантности ξ(ε,ρ). Поскольку ξ(ε,ρ)
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[image: image161.wmf]k

D

, такой, что 
[image: image162.wmf]D

D

k

Ê

. Тем самым (8) доказано.


Докажем 2. Пусть для разбиений 
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Замечание 2. Утверждение 2 позволяет сразу строить классы эквивалентностей χ (
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, ρ) с помощью (8), используя только классы 
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, минуя этап нахождения массива пар для ξ(ε,ρ) и χ(
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, образующие покрытие множества Y, а затем найти наименьшее разбиение, содержащее данное покрытие.
Утверждения 1 и 2 вместе с теоремой 2 и замечаниями 1 и 2 позволяют определить основные этапы построения гомоморфного образа автомата по выбранной стабильной эквивалентности (конгруэнции). 
Пусть 
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 - разбиение, однозначно связанное с конгруэнцией 
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1.  Произвести построение таблицы переходов фактор-автомата 
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 полуавтоматного редукта А`=( S, X, δ) заданного автомата А=( S, X, Y, δ, λ) по разбиению 
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2.  Определить классы входных символов  разбиения 
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 в том и только том случае, если в таблице по входным символам xi и хk - одинаковые столбцы. Далее для построения гомоморфного образа использовать полученное разбиение 
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3.  Определить значения функции переходов 
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 фактор-автомата автомата А, «склеивая» столбцы таблицы фактор-автомата 
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4.  Получить по классам 
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 и классам 
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 разбиений 
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. Определить классы  разбиения 
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 следующим образом: объединить полученные группы в случае их пересечения. Для получения гомоморфного образа использовать разбиение 
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5.  Определить значения функции выходов 
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 фактор-автомата автомата А по согласованной тройке 
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6. Определить отображения φ:S->S*, ψ: X->X* и θ:Y->Y*, сопоставляя каждому элементу множеств S, X и Y обозначение класса, его содержащего, S*-алфавит 
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7.  Построить таблицы переходов и выходов гомоморфного образа А*=(S*,X*,Y*, δ*, λ*) автомата А=( S, X, Y, δ, λ), заменяя в таблицах переходов и выходов его фактор-автомата каждый класс разбиений обозначением этого класса.
	Таблица 1 
Таблица переходов

автомата А=( S, X, Y, δ, λ)
	Таблица 2 
Таблица выходов

автомата А=( S, X, Y, δ, λ)

	δ
	a
	b
	c
	
	λ
	a
	b
	c

	1
	6
	4
	1
	
	1
	α
	γ
	τ

	2
	2
	1
	4
	
	2
	τ
	β
	β

	3
	2
	1
	4
	
	3
	γ
	α
	β

	4
	6
	1
	1
	
	4
	β
	τ
	τ

	5
	5
	4
	1
	
	5
	γ
	α
	α

	6
	1
	3
	5
	
	6
	γ
	μ
	β


Для примера рассмотрим автомат 
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  (таблицы 1, 2), 

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6},  X={a, b, c}, Y = {α, β, γ, τ, μ}. 
Рассмотрим конгруэнцию  ε={<1,4>, <2,3,5>, <6>}.
	  Таблица 4

Таблица переходов
фактор-автомата
автомата А=( S, X, Y, δ, λ)


	
[image: image222.wmf]d

¢


	<a>
	<b,c>

	<1,4>
	<6>
	<1,4>

	<2,3,5>
	<2,3,5>
	<1,4>

	<6>
	<1,4>
	<2,3,5>


Применяя к автомату шаги приведённой процедуры, получим после 1-го шага таблицу 3, после 3-го шага таблицу 4, после 5-го шага таблицу 5. Обозначим  B1= <1, 4>, B2 = <2, 3, 5>,B3= <6>, С1=<a>, C2= <b,c>, D1= <α,β,μ>, D2= <γ,τ>. После 6-го шага получим таблицы 6, 7, 8, после 7-го шага таблицы 9, 10.

	Таблица 3

     Таблица переходов фактор-автомата автомата  А`=(S, X, δ)


	δ`
	a
	b
	c

	<1,4>
	<6>
	<1,4>
	<1,4>

	<2,3,5>
	<2,3,5>
	<1,4>
	<1,4>

	<6>
	<1,4>
	<2,3,5>
	<2,3,5>


	Таблица 5

Таблица выходов фактор-автомата автомата 

А=( S, X, Y, δ, λ)
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	<a>
	<b,c>

	<1,4>
	<α,β,μ>
	<γ,τ>

	<2,3,5>
	<γ,τ>
	<α,β,μ>

	<6>
	<γ,τ>
	<α,β,μ>

	Таблица 6
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	Таблица 7
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	Таблица 8
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	1
	B1
	
	a
	C1
	
	α
	D1

	2
	B2
	
	b
	C2
	
	β
	D1

	3
	B2
	
	c
	C2
	
	γ
	D2

	4
	B1
	
	
	
	
	τ
	D2

	5
	B2
	
	
	
	
	μ
	D1

	6
	B3
	
	
	
	
	


	Таблица 9

Таблица переходов 

гомоморфного образа 
автомата А
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	C1
	C2

	B1
	B3
	B1

	B2
	B2
	B1

	B3
	B1
	B2

	Таблица 10

Таблица выходов 

гомоморфного образа
 автомата А
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	C1
	C2

	B1
	D1
	D2

	B2
	D2
	D1

	B3
	D2
	D1
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