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Системы и сети массового обслуживания с дискретным временем в настоящее время широко используются в качестве математических моделей коммуникационных и вычислительных систем и сетей. Особую важность в этом отношении представляют классы сетей массового обслуживания, стационарное распределение которых имеет мультипликативную форму, так как стационарные характеристики сетей этих классов могут быть вычислены достаточно просто. Теория сетей обслуживания с дискретным временем имеет намного более короткую историю, чем теория сетей обслуживания с непрерывным временем. Только в 1990 году в работе [1] был опубликован общий результат о мультипликативной форме стационарного распределения сетей массового обслуживания. Предложенный в этой работе метод анализа неоднородных сетей массового обслуживания с непрерывным и дискретным временем, групповыми переходами и групповым обслуживанием требований получил дальнейшее развитие в [2, 3]. Обобщение и развитие содержащихся в этих работах результатов по теории и методам анализа сетей обслуживания с дискретным временем представлено в [4, 5]. В работе [6], посвященной теории и методам анализа сетей обслуживания с дискретным временем, исследуется проблема существования мультипликативной формы стационарного распределения для сетей трех классов: (1) линейных сетей одноприборных систем массового обслуживания с дисциплиной «первый пришел–первый обслужен», геометрическим распределением длительности обслуживания и входящим потоком требований типа Бернулли; (2) сетей обслуживания с дважды стохастическими и геометрическими системами обслуживания; (3) сетей обслуживания с групповыми переходами требований и групповым обслуживанием. Теоретические и практические аспекты использования сетей обслуживания с дискретным временем в качестве математических моделей телекоммуникационных систем, вычислительных систем и сетей обсуждаются в [7, 8]. Основные результаты теории сетей массового обслуживания с дискретным временем и методы их анализа рассматриваются в фундаментальной работе [9]. Некоторое представление о методах анализа сетей массового обслуживания с непрерывным временем и групповыми переходами требований дает работа [10]. 
Целью доклада является рассмотрение представленных в [1–5] результатов, связанных с определением стационарного распределения в мультипликативной форме сетей обслуживания с дискретным временем. 
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 классами требований, групповыми переходами и групповым обслуживанием требований (предполагается, что 
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 являются конечными). Класс  требований может изменяться при переходах требований между системами. Предполагается, что временная ось моментами времени 
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 разбита на интервалы фиксированной длины (слоты) (номер начинающегося в момент 
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Состояние сети в момент 
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[image: image18.wmf])

1

,

1

);

,

(

(

K

k

L

i

k

i

s

s

t

t

£

£

£

£

=

, где 
[image: image19.wmf])

,

(

k

i

s

t

 – число требований класса 
[image: image20.wmf]k

 в системе 
[image: image21.wmf]i

S

 в момент 
[image: image22.wmf]t
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 и матрицей вероятностей перехода 
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Для описания поступления в системы групп требований и их выходов  из систем используются случайные векторы  соответственно  входящих и выходящих групп требований, которые назовем векторами перемещений, 
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где 
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 – число требований, выходящих из сети во внешний источник требований и  поступающих в сеть из источника в момент 
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Динамика сети обслуживания определяется соотношением
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где «
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Сделаем следующие предположения относительно выходов и поступлений групп требований в системы. Вектор 
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Предполагается, что 
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Предполагается, что 
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 (это означает, что при переходе групп требований новых требований не формируется, и требования не теряются). 
Рассмотрим переход сети обслуживания (цепи Маркова  
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[image: image101.wmf]s

 и 
[image: image102.wmf]'

s

 обозначается 
[image: image103.wmf]b

da

p

,

. Заметим, что для данных векторов 
[image: image104.wmf]d

 и 
[image: image105.wmf]a

 (данных групп требований 
[image: image106.wmf]i

d

 и 
[image: image107.wmf]i

a

, 
[image: image108.wmf]L

i

£

£

1

), разложение векторов 
[image: image109.wmf]s

, 
[image: image110.wmf]'

s

 на 
[image: image111.wmf]d

b

s

+

=

 и 
[image: image112.wmf]a

b

s

+

=

'

 является единственным, но переход из состояния 
[image: image113.wmf]s

 в состояние 
[image: image114.wmf]'

s

 может произойти также и при других векторах 
[image: image115.wmf]d

 и 
[image: image116.wmf]a

 (других значениях компонент векторов 
[image: image117.wmf]d

 и 
[image: image118.wmf]a

). Полная вероятность перехода из состояния 
[image: image119.wmf]s

 в состояние 
[image: image120.wmf]'

s

 тогда определяется выражением



[image: image121.wmf]å

=

+

=

+

=

'}

,

:

,

,

{

,

'

s

a

b

s

d

b

b

a

d

b

da

ss

p

p

.

Заметим, что при переходе из состояния 
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Введем в рассмотрение цепь Маркова 
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Хендерсон и Тейлор [1] ввели следующие предположения.  
(A) Существуют положительная функция 
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(B) Существует положительная функция 
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Заметим, что 
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Необходимым и достаточным условием, чтобы множество 
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 множества состояний маршрутной цепи является положительным. 

Это, в свою очередь, значит, что для того чтобы множество 
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Хендерсон и Тейлор показали, что при этих условиях 
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(3)
является инвариантной мерой для сети массового обслуживания 
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определяет стационарное распределение сети обслуживания 
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Обозначим через 
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Теперь предположим, что обращенная вероятность перехода из состояния 
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Справедливость равенств
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достаточна, чтобы установить, что 
[image: image214.wmf]s

p

¢

 является инвариантной мерой для сети обслуживания. Если эта инвариантная мера может быть нормализована, то получим стационарное распределение. 
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Замечая, что 
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Получим выражение для совместного стационарного распределения 
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Теорема. Пусть существует 
[image: image229.wmf]F

f

Î

×

)

(

 и функция 
[image: image230.wmf]R

X

g

®

×

:

)

(

, которая удовлетворяет для всех 
[image: image231.wmf]Y

X

b

-

Î

, 
[image: image232.wmf]d

 и 
[image: image233.wmf]Y

a

Î

 с 
[image: image234.wmf]0

,

>

*

+

da

d

d

b

p

g

 равенству 






[image: image235.wmf]a

d

a

b

d

b

f

f

g

g

=

*

*

+

+

.

Тогда для сети массового обслуживания имеет место стационарное распределение вероятностей
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Доказательство. Используя (1) и (4), непосредственно получим
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