ГЕНЕТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО ПОРТФЕЛЬНОГО ИНВЕСТИРОВАНИЯ 
С ОГРАНИЧЕНИЕМ НА КАРДИНАЛЬНОСТЬ
С. В. Миронов, А. А. Хомченко, С. П. Сидоров

Саратовский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского, Саратов, Россия
1. Введение. 


В настоящей работе рассматривается метаэвристический подход с использованием генетического алгоритма для нахождения эффективной границы при решении задачи портфельной оптимизации с ограничением на кардинальность, т.е. с ограниченим на максимальное количество активов в портфеле.

Пусть 
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 – общее число доступных активов;  – необходимое количество активов в выбранном портфеле;
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 – ожидаемая доходность актива 
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 – ковариация между доходностью от актива 
[image: image7.wmf]i

 и актива 
[image: image8.wmf]j

 
[image: image9.wmf])

,

1,

=

,

,

1,

=

(

N

j

N

i

K

K

; 
[image: image10.wmf]r

 – необходимый уровень ожидаемой доходности; 
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 – нижнее ограничение на размер доли, инвестируемой в актив 
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, если инвестиции вложены в актив 
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 – верхнее ограничение на размер доли, инвестируемой в актив 
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Переменными модели являются 
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 от общего объема инвестиций, вложенных в актив 
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, равная 1, если актив 
[image: image25.wmf]i

 
[image: image26.wmf])

,

1,

=

(

N

i

K

 включен в портфель, и равная 0 в противном случае. 
Мы рассматриваем следующую модель Марковица с дискретными ограничениями на размер доли, инвестируемой в актив, и ограничениями на кардинальность: найти минимум квадратичной формы
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Оптимизационная задача (1)–(6) рассматривалась в статье [3]. Нужно отметить, что модель Марковица (без ограничений) состоит из соотношений (1)–(4), где 
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Введение ограничения на кардинальность числа активов, присутствующих в портфеле, меняет классическую модель квадратичной оптимизации [1] на смешанно-целочисленную задачу квадратичного программирования (СЦЗКП), которая является NP-полной [2]. Поскольку для СЦЗКП трудно найти оптимальное решение, многие исследователи и трейдеры используют эвристики, то есть неточные методы решения задач в этой области.

В настоящей работе, развивая идеи статьи [3], для нахождения эффективной границы для портфелей с ограничением на кардинальность мы предлагаем алгоритм, основанный на использовании метаэвристических подходов, а именно генетического алгоритма [4].

2. Генетический алгоритм решения задачи
Генетические алгоритмы (ГА) являются поисковым механизмом, основанным на эволюционных принципах естественного отбора и генетики. Теоретические основы ГА были первоначально разработаны Холландом [4]. Они работают с популяциями решений и используют принцип выживания. В ГА переменные решения закодированы в конечные строки, называемые хромосомами. Чтобы реализовать естественный отбор и вывести хорошие решения, хромосомы оцениваются по критерию пригодности (фитнес-критерию). В рассматриваемых задачах оптимизации мера пригодности обычно непосредственно связана с целевой функцией. ГА используют популяцию особей (обычно фиксированного размера), которая с изменениями переходит от одной итерации ГА к другой. ГА использует четыре основных оператора: отбора, скрещивания, мутации и замены. Популяция изменяется посредством итерационно повторяемого применения этих операторов, при этом более сильные и пригодные решения (элементы популяции) заменяют более слабых. Более всесторонний обзор ГА можно найти в статьях [6-9].
Обозначим 
[image: image37.wmf]}},

1

,

0

{

:

)

,

,

{(

1

Î

=

D

i

N

N

d

d

d

K

 
[image: image38.wmf]}.

:

{

)

(

1

å

=

=

D

Î

=

D

N

i

i

N

N

K

K

d

d

Для 
[image: image39.wmf]N

N

D

Î

=

)

,

,

(

1

d

d

d

K

обозначим 
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 и пусть 
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 обозначает следующую задачу квадратичного программирования:
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при следующих ограничениях:
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Обозначим 
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 решение задачи (7-10), т.е. минимальное значение целевой функции (7) в оптимальной точке допустимого множества, определяемого соотношениями (8-10). Если для некоторых 
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пусто, будем полагать 
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 для некоторого достаточно большого положительного числа M. Обозначим 
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множество всех тех 
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Возьмем 
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есть минимальное значение доходностей активов,
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есть максимальное значение доходностей активов. Работа ГА состоит в выполнении следующих шагов: 

1. Кодирование. В нашем ГА используется фиксированный размер популяции 
[image: image56.wmf]2

s

P

=
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2. Генерация начальной популяции 
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происходит путем случайного выбора 
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 элементов из элементов множества 
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Отметим, что для непустоты решения задачи 
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необходимо включения как части активов, имеющих доходность, более высокую, чем 
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, так и части активов с доходностью меньшей, чем 
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. Для отсечения заведомо недопустимых элементов популяции мы использовали соответствующую маску.
3. Отбор. Для каждого элемента 
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 текущей j-ой популяции решается оптимизационная задача 
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. Портфели сортируются в порядке увеличения риска (дисперсии) и берутся первые 
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 элементов этого упорядоченного списка, чтобы на их основе составить новую популяцию для следующего поколения, т.е. выбираем 
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множество особей, полученных в результате отбора на шаге j.  Отберем случайным образом 
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 элементов множества 
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4. Скрещивание. Каждой паре элементов 
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ставиться в соответствие элемент (потомок) 
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 (т.е. актив присутствует в обоих родительских портфелях), то 
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· если 
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· если 
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В результате скрещивания получаем 
[image: image88.wmf]2

s

P

=

 потомков. 
5. Мутация является стандартной для ГА и представляет собой степень случайного изменения элементов с низкой вероятностью. В рассматриваемом ГА потомок подвергается мутации с вероятностью 
[image: image89.wmf]a

посредством случайного выбора одного актива в портфеле-потомке и замены его случайным активом, не представленным в портфеле-потомке, а также в родительских портфелях.

Нужно отметить, что нельзя гарантировать, что в результате мутации получится потомок, имеющий допустимое решение задачи (8-10), т.е. возможно, что не существует допустимого потомка для некоторых родителей после скрещивания и мутации.

3. Вычислительный эксперимент. 
В вычислительном эксперименте использовались реальные данные об акциях 86 компаний за 291 промежуток времени, для расчета эффективных портфелей применялся пакет прикладных программ Matlab. В конце работы генетического алгоритма 
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 портфелей последней популяции участвуют в построении эффективной границе с ограничением на кардинальность. Рисунок 1 визуализирует эффективную границу для задачи (1-7). Использовались следующие параметры генетического алгоритма: общее число доступных активов 
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В заключение отметим, что генетические алгоритмы оказываются эффективным средством решения задачи (1-7) в случае, когда 
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достаточно велико и 
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Рис. 1. Эффективная граница.
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