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Дж.П.Хейз в 1976 году ввел понятие оптимальной k-отказоустойчивой реализации для исследования отказоустойчивости технических систем [1]. Сейчас мы рассматриваем это понятие как конструкцию над графами под названием минимальное вершинное k-расширение. В своей работе [1] Дж.П.Хейз рассмотрел оптимальные k-отказоустойчивые реализации для цепи, цикла и дерева с метками особого вида. Если в работе [1] рассматривались отказы элементов системы, то в работе [2] модель была распространена на отказы связей. Исследование отказоустойчивых реализаций циклов получило широкий интерес. В частности это направление пересекалось с исследованиями кубических, гипоциклических, гипогамильтоновых и оптимальных гамильтоновых графов. В работе [1] Дж.П.Хейз предложил процедуру построения минимального вершинного 1-расширения для цикла, а в работе [2] Дж.П.Хейз и Ф.Харари предложили процедуру построения минимального реберного 1-расширения для цикла.

В работах [1,2] был поставлен вопрос о существовании у цикла неизоморфных минимальных вершинных и реберных расширений. Было предложено несколько различных схем построения минимальных вершинных и реберных 1-расширений циклов. В работах [3,4] было доказано, что любой цикл с числом вершин большим 5 имеет неизоморфные минимальные вершинные и реберные 1-расширения. Там же предложены процедуры построения минимального вершинного и реберного 1-расширения, неизоморфного минимальным расширениям Дж.П.Хейза и Ф.Харари.

В 2000 году в рамках вычислительного эксперимента были найдены [5] все минимальные вершинные и реберные 1-расширения циклов с числом вершин до 13. В представляемом исследовании удалось продвинуться дальше и дойти до 17 вершин. Приведем основные определения.
Определение 1. Графом (неориентированным графом) называется пара G = (V, α), где α – симметричное и антирефлексивное отношение на множестве вершин V.

Определение 2. Назовем граф G*=(V*, α*) вершинным (реберным) 1-расширением графа G=(V, α), если граф G допускает вложение в каждый граф, получающийся из G* удалением любой его вершины (ребра) и всех связанных с нею ребер.

Определение 3. Граф G*=(V*, α*) называется минимальным вершинным 1-расширением графа G=(V, α), |V| = n, если выполняются следующие условия:

1) граф G* является вершинным 1-расширением графа G;

2) |V*| = n+1;

3) α* имеет минимальную мощность при выполнении условий 1) и 2).
Определение 4. Граф G*=(V*, α*) называется минимальным реберным 1-расширением графа G=(V, α), |V| = n, если выполняются следующие условия:

1) граф G* является реберным 1-расширением графа G;

2) |V*| = n;

3) α* имеет минимальную мощность при выполнении условий 1) и 2).

Определение 5. Циклом Cn называется граф G=(V, α), где V={v1, v2, ,…, vn}, и α = {(vi, vj) : |i ‑ j| = 1} ∪ {(v1, vn), (vn, v1)}.
Очевидно, что все минимальные вершинные или реберные 1-расширения заданного графа имеют одинаковое число ребер, однако в общем случае вектора степеней могут различаться. Для циклов имеют место следующие результаты.
Теорема 1. Минимальное вершинное 1-расширение n-вершинного цикла Cn имеет вектор степеней (3, …, 3) при нечетном n и (4, 3, …, 3) при четном n.
Теорема 2. Минимальное реберное 1-расширение n-вершинного цикла Cn имеет вектор степеней (3, …, 3) при четном n и (4, 3, …, 3) при нечетном n.

В данной работе описывается способ генерации всех неизоморфных минимальных вершинных и реберных 1-расширений цикла. Результаты представлены в завершающей работу таблице. Основой программы является алгоритм, использующий теоремы 1 и 2, то есть факт, что вектор степеней минимальных вершинных и реберных 1-расширений цикла имеет известный вид. Так как задача является вычислительно сложной [6], то она имеет решение, видимо, лишь в виде перебора всевозможных вариантов.

Построенный алгоритм структурирован в 3 этапа.
Алгоритм.
1. Генерация всех реализаций заданного вектора степеней.
2. Исключение изоморфных реализаций.
3. Проверка на расширение (вершинное или реберное) цикла.
Стоит заметить, что подобный алгоритм применим лишь для тех графов, для которых вектор степеней всех минимальных расширений  (вершинных или реберных) имеет известный вид.

Для проведения эксперимента была разработана программа, позволяющая осуществлять вычисления распределено.

Представленная схема алгоритма допускает различные возможности для параллельного поиск минимальных расширений на нескольких ПК. Разработанная программа для распределенного поиска минимальных расширений состоит из двух компонент: серверной и клиентской части. В функции серверной части входит планирование (распределение задач по клиентам), хранение результатов и анализ (итоговая обработка результатов). Основную вычислительную работу выполняют клиенты. В рамках вычислительного эксперимента было использовано 10 компьютеров на основе процессоров Intel Core i3, при этом на каждом было запущено по 2 вычислительных потока.
Основной результат вычислительного эксперимента представлен в таблице – подсчитанное количество минимальных реберных и вершинных 1-расширений цикла с числом вершин от 3 до 17. Все найденные расширения сохранены в базе данных и могут быть использованы для дальнейшего анализа. 
Значения в первой столбце – это количество вершин в рассматриваемом цикле, второй и третий столбцы содержат количество найденных вершинных и реберных 1-расширений цикла соответственно. В последнем столбце приводится количество минимальных вершинных 1-расширений цикла с числом вершин n, которые являются одновременно и минимальными реберными 1-расширениями цикла с числом вершин n + 1.

	n
	МВ-1Р
	МР-1Р
	Общие

	3
	1
	-
	1

	4
	1
	1
	1

	5
	1
	1
	1

	6
	2
	2
	2

	7
	2
	2
	2

	8
	10
	4
	10

	9
	7
	13
	6

	10
	63
	13
	63

	11
	27
	87
	26

	12
	602
	53
	598

	13
	158
	885
	154

	14
	7203
	320
	7129

	15
	1396
	10933
	1370

	16
	104212
	2641
	102576

	17
	16069
	160145
	15843
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