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Хейз в своей работе [1] рассматривает граф как модель некоторой технической системы. Вершины графа – ее элементы, а ребра – связи между элементами системы. Отказ связи системы рассматривается как удаление соответствующего этой связи ребра. При такой интерпретации минимальное реберное k-расширение графа, моделирующего некоторую систему Σ, является моделью оптимальной реберной k-отказоустойчивой реализации системы Σ.
Задача нахождения минимального реберного расширения произвольного графа является NP-полной [2], поэтому  представляет интерес нахождение классов графов, для которых возможно построить минимальное реберное расширение аналитически или найти «хорошую» верхнюю (нижнюю) оценку количества дополнительных ребер минимального расширения. В работе [3] рассматривались вопросы, связанные с нижней оценкой числа дополнительных ребер минимального реберного 1-расширения произвольного сверхстройного дерева. В данной работе рассматривается верхняя оценка. Дадим основные определения.
Опр. Назовем граф G1=(V1, (1) реберным k-расширением графа G=(V, (), если граф G вложим в каждый подграф графа G1, получающийся удалением любых его k ребер.

Опр. Граф G*=(V*,(*) называется минимальным  реберным k-расширением графа G=(V, (), если выполняются следующие условия:

1) G* является  реберным k-расширением G;
2)  |V*| = |V| ;
3) (* имеет минимальную мощность при выполнении условий 1 и 2.
Опр. Ациклический связный граф называется деревом.

Опр. Дерево с одной выделенной вершиной называется корневым деревом, а выделенная вершина называется корнем дерева. В дереве вершины степени 1 называются листьями.
Опр. Сверхстройным деревом (ССД) называется корневое дерево, где степень всех вершин, кроме корня, не превосходит 2, а степень корня более 2.

Альтернативное определение.
Опр. Граф G называется сверхстройным деревом, если он является объединением s (s>2) цепей P1, …, Ps с общей концевой вершиной.
Теорема (о верхней оценке количества дополнительных ребер для минимальных реберных 1-расширений сверхстройных деревьев специального вида)
Пусть граф G, является объединением s (s>2) цепей P1, …, Ps, длинами m1, …, ms , с общей концевой вершиной. Пусть mmax – длина максимальной цепи и среди m1, …, ms есть все длины от 1 до mmax, причем если mmax – четно, то цепей длины (mmax / 2), по крайней мере, две. Тогда существует граф G* – реберное 1-расширение графа G, с количеством дополнительных ребер F, вычисляемым по формуле
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Где Ri- количество цепей длины i.
Причем количество таких неизоморфных  расширений равно 
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, где 
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 можно вычислить с помощью рекуррентной формулы 
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Доказательство:
Пусть граф G, является объединением s (s>2) цепей P1, …, Ps, длинами m1, …, ms , с общей концевой вершиной. Пусть mmax – длина максимальной цепи и среди m1, …, ms есть все длины от 1 до mmax, причем если mmax – четно, то цепей длины (mmax / 2), по крайней мере, две. Построим граф G* из графа G следующим образом: листья цепей длины mmax соединим с корневой вершиной, лист цепи длины i, отличной от mmax,соединим с листом цепи длины (mmax – i), не соединенным ни с каким другим листом, либо, если таких нет, с любым листом цепи длины  (mmax – i). Пример описанной схемы для mmax = 3 показан на рисунке.
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Покажем, что граф G* является реберным 1-расширением графа G. Очевидно, из построения, что граф G* является объединением циклов длины (mmax + 1), причем все циклы имеют одну общую вершину (корневая вершина в дереве), и каждое ребро в G* принадлежит, по крайней мере, к одному из этих циклов. Построим граф G’ из G*, удалив произвольное ребро. Цикл, к которому принадлежит это ребро, распадется на две цепи длинам l и (mmax - l),  0≤ l ≤mmax. Пусть изначально этот цикл был образован цепями длинами k и (mmax - k), 0≤ k ≤mmax.  Тогда при вложении G в G’ цепи длинами k и (mmax - k) смогут вложиться в цикл, образованный цепями длинами l и (mmax - l). Остальное вложение можно произвести естественным путем. Таким образом, доказывается вложимость  G’ в G из чего следует, что G* – реберное 1-расширение графа G.

Количество дополнительных ребер этого расширения будет соответствовать представленному соотношению в формулировке теоремы.

Соотношение для количества таких неизоморфных расширений выводится из нижеследующих соображений.

Если не для каждой цепи длины i найдется свободная пара – цепь длины (mmax - i), то такие цепи можно соединить с любой занятой цепью длины (mmax - i). Именно различные сочетания соединений «беспарных» цепей с занятыми цепями обуславливает возможность получения неизоморфных расширений по описанной схеме. Для конкретного i задачу о количестве различных способов соединения можно переформулировать следующим образом:  сколькими различными способами можно разбить число n на сумму, где количество слагаемых не превышает k; в данном контексте под n подразумевается количество занятых цепей длины (mmax - i), а под k – количество «беспарных» цепей длины i. Решение данной задачи описывается с помощью рекуррентной формулы, описанной в формулировке теоремы. Для получения окончательного результата, необходимо перемножить результаты для всех i от 1 до целой части от (mmax  / 2), в результате чего и получится итоговая формула, приведенная в формулировке теоремы.  

Экспериментальным путем (см. [4]) было проверено, что для сверхстройных деревьев, удовлетворяющих условиям теоремы, с количеством вершин до 11, описанная схема позволяет построить минимальные реберные 1-расширения.
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