УПОРЯДОЧЕННОЕ МНОЖЕСТВО КОНГРУЭНЦИЙ ЦЕПИ
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Пусть Pm – неориентированная m-реберная цепь, и пусть в цепи Pm вершины обозначены натуральными числами 0,1,2,…, m. Под конгруэнцией цепи Pm понимается отношение эквивалентности на множестве ее вершин, каждый класс которого является независимым 
подмножеством, т.е. состоит из попарно несмежных вершин (см.[1]). Совокупность всех конгруэнций цепи Pm обозначим через Con Pm. Пара (Con Pm, 
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) будет упорядоченным множеством. Так как для любых двух элементов θ1 и θ2 в упорядоченном множестве (Con Pm, ) существует inf(θ1,θ2) = θ1
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θ2, то (Con Pm, 
[image: image4.wmf]Í

) – нижняя полурешетка. Наименьшим элементом ее
 является тождественная конгруэнция ∆. 
Пусть u и v – любые две несмежные вершины цепи Pm. Главной конгруэнцией, порожденной парой u, v, называется наименьшая конгруэнция θ(u,v), отождествляющая вершины u и v. Очевидно, что такие конгруэнции являются атомами в полурешетке (Con Pm, 
[image: image6.wmf]Í

), так как не существует такой конгруэнции θ*, что ∆
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θ*
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θ(u,v). Количество главных конгруэнций цепи Pm, т.е. атомов в (Con Pm, 
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), равно 
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)

1

(

-

m

m

.   Наибольшего элемента в (Con Pm, 
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) при m
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3 нет. Возьмем, например, главные конгруэнции θ(0,2) 
и θ(0,3)
, которые есть у любой цепи Pm при m
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3. У этих конгруэнций нет общей верхней грани: если θ содержит θ(0,2)
 и θ
(0,3), то в силу транзитивности пара (2,3)
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θ
, что невозможно, так как вершины 2 и 3 смежные.




Конгруэнция θ будет максимальной в (Con Pm, 
[image: image23.wmf]Í

), если в этом упорядоченном множестве нет конгруэнции θ* такой, что θ*
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θ. 













Высотой элемента в конечном упорядоченном множестве называется наибольшая из длин убывающих цепей, начинающихся с этого элемента. Высота элемента a обозначается через h(a). Например, любой минимальный элемент имеет высоту 0.

ТЕОРЕМА 1. В полурешетке (Con Pm, 
[image: image34.wmf]Í

) высота конгруэнции θ
 равна h(θ) = m+1-c(θ), где c(θ) – число классов конгруэнции θ
.

Доказательство. 
Докажем теорему с помощью математической индукции по m. 

Базис индукции. Для случаев m=1 и m=2 утверждение очевидным образом выполняется. 
Пусть m=3. Полурешетка (Con P3, 
[image: image37.wmf]Í

) имеет три уровня: на нулевом уровне находится тождественная конгруэнция θ1=Δ, на первом  –  три конгруэнции: θ2={0,2}{1}{3}, θ3={0,3}{1}{2}, θ4={0}{1,3}{2}, на втором – конгруэнция θ5={0,2}{1,3}, откуда 

h(θ1) = 3+1- c(θ1) 
=3+1-4=0;

h(θ2) = 3+1- c(θ2) 
=3+1-3=1;

h(θ3) = 3+1- c(θ3) 
=3+1-3=1;

h(θ4) = 3+1- c(θ4) 
=3+1-3=1;

h(θ5) = 3+1- c(θ5) 
=3+1-2=2.
Таким образом, утверждение теоремы выполняется.
Шаг индукции. Предположим, доказываемое утверждение верно для m=k, т.е. h(θ) = k+1-c(θ) для любой конгруэнции θ
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Con Pk. Докажем, что оно верно и для m=k+1, т.е. что h(θ*) = k+2-c(θ*) для любой конгруэнции θ*
[image: image44.wmf]Î

Con Pk+1.

Каждая конгруэнция θ*
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Con Pk+1 получается из некоторой конгруэнции θ
[image: image46.wmf]Î

Con Pk одним из двух способов: 1) присоединением нового класса {k+1}; 2) добавлением в один из θ-классов вершины k+1, кроме класса, содержащего вершину k. В первом случае h(θ*)=h(θ) в полурешетках (Con Pk+1, 
[image: image47.wmf]Í

) и (Con Pk, 
[image: image48.wmf]Í

) соответственно и c(θ*)= c(θ)+1, откуда h(θ*)= h(θ)= k+1-c(θ)= k+1-(c(θ*)-1)=k+2-c(θ*), а во втором h(θ*)=h(θ)+1 и c(θ*)=c(θ), откуда h(θ*)=h(θ)+1=k+1-c(θ)+1=k+2-c(θ*). Исходя из этого, получаем, что для любой конгруэнции θ*
[image: image49.wmf]Î

Con Pk+1 верно равенство h(θ*)= k+2-c(θ*). □

Длиной конечного упорядоченного множества называется наибольшая из высот его элементов, т.е. наибольшая из длин его убывающих цепей.

ТЕОРЕМА 2. Полурешетка (Con Pm, 
[image: image50.wmf]Í

) имеет длину m-1.
Доказательство. 
Максимальной конгруэнцией с наименьшим количеством классов будет конгруэнция θ, состоящая из двух классов, в одном классе – все четные вершины цепи Pm, в другом – все нечетные. Таким образом, высота данной конгруэнции по теореме 1 будет h(θ) = m+1- c(θ) = m+1-2 = m-1. □
Пусть θ — некоторая конгруэнция цепи Pm. Факторграфом цепи Pm по конгруэнции θ называется граф 
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 = (
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V

, αθ), где 
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V

 — множество классов конгруэнции θ, а αθ = {(θ(v1), θ(v2)): (
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u1
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θ(v1), u2
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θ(v2)) ((u1, u2)
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 α)}, где α – отношение смежности в цепи Pm. 

ТЕОРЕМА 3. Конгруэнция θ будет максимальной в (Con Pm, 
[image: image59.wmf]Í

), тогда и только тогда, когда факторграф 
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m

P

 будет полным графом.

Доказательство. 
Необходимость. Пусть конгруэнция θ будет максимальной в (Con Pm, 
[image: image61.wmf]Í

), то есть в (Con Pm, 
[image: image62.wmf]Í

) нет конгруэнции θ*, такой что θ*
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θ. У всякой конгруэнции θ цепи Pm классы являются независимыми подмножествами, т. е. (i, j)
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θ:
[image: image65.wmf]Þ

 (i и j – несмежные вершины цепи Pm).

Предположим, что 
[image: image66.wmf]q

m

P


 не будет полным графом. Тогда существуют классы θ(u) и θ(v) не смежные в 
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m

P


, то есть никакие u′
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θ(u) и v′
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θ(v) не будут смежными в цепи Pm. 

Объединив классы θ(u) и θ(v), получим новую конгруэнцию θ*
 цепи Pm
. 
При этом получается, что θ*

[image: image76.wmf]É

θ в (Con Pm, 
[image: image77.wmf]Í

), т. е. конгруэнция θ не будет максимальной, а это противоречит условию.

Достаточность. Пусть 
[image: image78.wmf]q

m

P


 будет полным графом. Покажем, что конгруэнция θ будет максимальной в (Con Pm, 
[image: image80.wmf]Í

). 

Так как 
[image: image81.wmf]q

m

P

 – полный граф, то каждая его вершина смежна со всеми другими, то есть любые классы θ(u) и θ(v) соединены ребром {θ(u), θ(v)} в 
[image: image82.wmf]q

m

P

, а значит, найдутся такие u′
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θ(u) и v′
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θ(v), что u′ и v′ смежны в цепи Pm.

Предположим, что конгруэнция θ не будет максимальной в (Con Pm, 
[image: image85.wmf]Í

), т. е. θ*
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θ в (Con Pm, 
[image: image87.wmf]Í

) для некоторой θ*
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Con Pm.
Пусть u и v – вершины цепи Pm, такие что (u,v)
[image: image89.wmf]Ï

θ, т. е. θ(u)
[image: image90.wmf]¹

θ(v) в 
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m

P

, и 
(u,v)
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θ*. Тогда (
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u′
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θ(u),v′
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θ(v))((u′,v′)
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α) и (u′,v′)
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θ*, что невозможно, так как вершины u′ и v′ смежны в цепи Pm.

Таким образом, показано, что не существует такой конгруэнции θ* в (Con Pm, 
[image: image99.wmf]Í

), что θ*
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θ, т. е. конгруэнция θ будет максимальной в (Con Pm, 
[image: image101.wmf]Í

). □

Согласно теореме 3, число максимальных конгруэнций в полурешетке (Con Pm, 
[image: image102.wmf]Í

) будет равно числу полных графов, на которые факторизуется цепь Pm. Найдем среди них полный граф Kn с наибольшим количеством вершин n. Заметим, что если цепь Pm будет факторизоваться на полный граф Kn, то также она будет факторизоваться на любой полный граф Kl, l=2,…,n-1. Можно показать, что длина кратчайшей цепи, факторизующейся на Kn, есть p(Kn) = 
[image: image103.wmf]2
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 при n нечетном и p(Kn) = 
[image: image104.wmf]1
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 при n четном. 
Таким образом, для полного графа Kn с наибольшим четным количеством вершин n, являющегося факторграфом цепи Pm, получаем n = 
[image: image105.wmf]ë

û
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. 
Далее проверяем, является ли граф Kn факторграфом цепи Pm, имеющим наибольшее количество вершин, или цепь Pm факторизуется на граф Kn+1. Так как n+1 – нечетное число, то должно быть m
[image: image106.wmf]³



 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image107.wmf]2

)
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n

n

. Если m удовлетворяет данному условию, то полный граф Kn+1 является факторграфом цепи Pm и наибольшим по числу вершин.

Конгруэнция θ
 цепи Pm  называется правильной, если (i, j)
[image: image109.wmf]Î

θ:
[image: image110.wmf]Þ

 (i и j – вершины цепи Pm одной четности). Обозначим множество правильных конгруэнций через Conпр Pm. Определим четную конгруэнцию цепи Pm как такую конгруэнцию θ, что (i, j)
[image: image111.wmf]Î

θ:
[image: image112.wmf]Þ

 (i и j – четные вершины цепи Pm), а нечетную конгруэнцию θ, как (i, j)
[image: image113.wmf]Î

θ:
[image: image114.wmf]Þ

 (i и j – нечетные вершины цепи Pm). Обозначим множество четных конгруэнций через Conч Pm. Аналогично определим множество нечетных конгруэнций Conн Pm.


Так как (Conпр Pm, 
[image: image117.wmf]Í

)  является нижней полурешеткой


 и в 
ней есть наибольший элемент, то  (Conпр Pm, 
[image: image122.wmf]Í

) – решетка (наибольшим элементом в (Conпр Pm, 
[image: image123.wmf]Í

), очевидно, будет конгруэнция с двумя классами, в одном классе которой будут все четные вершины цепи Pm, в другом – все нечетные).







ТЕОРЕМА 4. Conпр Pm 
[image: image130.wmf]@

Conч Pm 
[image: image131.wmf]´

 Conн Pm.

Доказательство. 
Согласно определению, прямым произведением Conч Pm 
[image: image132.wmf]´

 Conн Pm  будет множество всех (θч, θн), где θч 
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 Conч Pm и θн
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 Conн Pm, причем (
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) тогда и только тогда, когда 
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в Conч Pm и 
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в Conн Pm. 
Требуемый изоморфизм получается, если каждой конгруэнции θ
[image: image154.wmf]Î

Conпр Pm сопоставить пару (θ1, θ2), где θ1 – эквивалентность, нетривиальными классами которой являются в точности θ-классы, состоящие из четных вершин цепи, а θ2 имеет нетривиальными классами в точности θ-классы, состоящие из нечетных вершин. Очевидно, что θ1
[image: image155.wmf]Î

Conч Pm и θ2
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Conн Pm





. □
ТЕОРЕМА 5. Всякая решетка эквивалентностей конечного множества изоморфна решетке четных конгруэнций подходящей цепи.
Доказательство. 
Рассмотрим решетку (E(m), 
[image: image163.wmf]Í

) всех эквивалентностей на множестве {0, 1, 2, …, m}. Возьмем произвольную эквивалентность 
[image: image164.wmf]e

 на множестве {0, 1, 2, …, m}. 
Каждый элемент i, i=
[image: image166.wmf]m

,

0

, в каждом 
[image: image167.wmf]e


-классе 

заменим на 2i. Получим эквивалентность θ(
[image: image171.wmf]e


) на множестве четных чисел 
[image: image173.wmf]£

2m, все классы которой будут независимыми подмножествами цепи P2m, т.е. получим четную конгруэнцию цепи P2m
. С другой стороны, если θ
[image: image174.wmf]Î

Conч P2m, то заменим в каждом θ-классе элемент i
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{0, 2, 4, …, 2m} на i/2, получим эквивалентность 
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(θ) на множестве {0, 1, 2, …, m}. При этом если 
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1
[image: image180.wmf]Í
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2 в E(m), то θ(
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1)
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θ(
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2), и обратно если θ1
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θ2, то 
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(θ1)
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(θ2). Значит, решетки (E(m), 
[image: image194.wmf]Í

) и (Conч P2m, 
[image: image195.wmf]Í

) изоморфны. 







□
В своей работе [2] Пудлак и Тума показали, что любая конечная решетка вложима в конечную решетку эквивалентностей. Таким образом, получаем

СЛЕДСТВИЕ. Любая конечная решетка вложима в решетку четных конгруэнций подходящей цепи.
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