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Множество бинарных отношений 
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, замкнутое относительно некоторой совокупности 
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 операций над ними, образует алгебру 
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, называемую  алгеброй отношений. Всякая такая алгебра может быть рассмотрена как упорядоченная
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 отношением теоретико-множественного включения 
[image: image5.wmf]Ì

. Теория алгебр отношений является существенной составной частью современной  алгебраической логики и находит многочисленные приложения в программировании, теории баз данных и других разделах теоретической кибернетики. 
Основы абстрактно-алгебраического подхода к изучению алгебр отношений были заложены в работах А.Тарского [1,2]. Как правило, операции над отношениями задаются с помощью формул логики предикатов первого порядка. Такие операции называются логическими. Логические операции могут быть классифицированы по виду задающих их формул. Операция называется диофантовой [3] (в другой терминологии примитивно-позитивной [4]), если она может быть задана с помощью формулы, которая в своей предваренной нормальной форме содержит лишь операции конъюнкции и кванторы существования. Диофантовы операции допускают описания с помощью графов [3, 4]. Эквациональные и квазиэквациональные теории алгебр отношений с диофантовыми операциями описаны в    [5, 7].

Предметом нашего рассмотрения будут алгебры с одной бинарной диофантовой операцией. Рассмотрение бинарных операций над отношениями играет в алгебраической логики предикатов роль аналогичную роли бинарных булевых функций в пропозициональной логике высказываний. Поэтому естественен интерес к алгебраическим свойствам указанных операций. Одной из важнейших бинарных диофантовых операций над отношениями является операция умножения отношений 
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. Алгебры отношений вида 
[image: image7.wmf](,)

F

o

  являются полугруппами и всякая полугруппа допускает изоморфное представление полугруппой бинарных отношений. В общем случае алгебра отношений вида  
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, где 
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 - некоторая бинарная операция над отношением, образует группоид. Класс всех группоидов не имеет естественных представлений в виде алгебр бинарных отношений, поэтому с точки зрения теории группоидов также представляет интерес рассмотрение группоидов, представимых группоидами бинарных отношений. Некоторые результаты в этом направлении можно найти в [8, 9].

Для заданного множества  
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 операций над бинарными отношениями обозначим через 
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  (соответственно 
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) класс алгебр (упорядоченных алгебр) изоморфных алгебрам (упорядоченным алгебрам) отношений с операциями из  
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. Пусть 
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  (соответственно 
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) - квазимногообразие и 
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  (соответственно 
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) - многообразие, порожденное классом 
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  (соответственно 
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). Следующие проблемы обычно рассматриваются при изучении различных конкретных классов алгебр отношений.

    (1) найти систему элементарных аксиом для класса  
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; 

     (2) выяснить является ли класс 
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  конечно аксиоматизируемым;  

     (3) выяснить является ли класс 
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  квазимногообразием;

     (4) найти  базис квазитождеств квазимногообразия 
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     (5) выяснить является ли квазимногообразие 
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 конечно базируемым; 

     (6) выяснить является ли квазимногообразие 
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 многообразием;

     (7) найти  базис тождеств многообразия 
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; 

     (8) выяснить является ли  многообразия 
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 конечно базируемым.
Аналогичные проблемы формулируются для упорядоченных классов алгебр отношений.
Сосредоточим свое внимание на следующей диофантовой операции над бинарными отношениями, определяемыми следующим образом:  
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Упорядоченным группоидом 
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 назовем группоид
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,  с заданным на множестве 
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 отношением порядка 
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, согласованным с операцией  группоида. Полурешеточно упорядоченный группоид - это алгебра 
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 типа 
[image: image34.wmf](2,2)

, где  
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- группоид,  
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 - верхняя полурешетка, каноническое отношение порядка которой согласовано с операцией  группоида. Элемент 
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 называется нулевым элементом  группоида, если 
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 для любого 
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Основные результаты работы, решающие перечисленные выше проблемы для  рассматриваемого класса алгебр отношений, формулируются в следующих теоремах.

ТЕОРЕМА 1.  Квазимногообразие 
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 является многообразием, то есть 
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. Упорядоченный группоид 
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принадлежит многообразию 
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 тогда и только тогда, когда он удовлетворяет следующим тождествам:
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Класс 
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 не является квазимногообразием. Упорядоченный группоид 
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 принадлежит классу 
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 тогда и только тогда, когда он удовлетворяет  тождествам (1) - (10) и следующим условиям:
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СЛЕДСТВИЕ.  Полурешеточно упорядоченный группоид 
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принадлежит многообразию 
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 тогда и только тогда, когда он удовлетворяет тождествам (1) – (8) и следующим тождествам:
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ТЕОРЕМА 2.  Квазимногообразие 
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 не является многообразием и не имеет конечного базиса квазитождеств.  Группоид 
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 принадлежит многообразию 
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 тогда и только тогда, когда он удовлетворяет тождествам (1) – (8) и  следующему  тождеству:
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Класс 
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 не является квазимногообразием и не может быть охарактеризован никакой конечной системой элементарных аксиом.  Группоид 
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 принадлежит классу 
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 тогда и только тогда, когда он принадлежит квазимногообразию 
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 и удовлетворяет условиям (11) –(12).
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